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行列式
定 义 ：
    
    

    

求 导 ：
    行 列 式 求 导 是 逐 行 ( 列 ) 求 导 后 求 和

 1 .�� = �ퟏퟏ�ퟏퟏ + �ퟏ��ퟏ� + . . . + �ퟏ��ퟏ�
   其 中� 풊 �为 代 数 余 子 式
2 .�� =  (−ퟏ) ��ퟏ� ퟏ + ��� � + . . . + ��� �
   t为 排 列�ퟏ� ퟏ ��� � . . . ��� �的 逆 序 对 个 数
  也 就 是 所 谓 的 对 角 线 法 则

    
    

    

n 阶 行 列 式 ， 记 作��
    
    

    



行列式
性 质 ：
    
    
    
    
    
    

1 . 转 置 相 等
2 . 交 换 反 号
3 . 行 列 式 = 0 （ 元 素 为 0 、 相 等 、 成 比 例 ）
4 . 行 列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 的 元 素 都 乘 同 一 个 数 k ， 等 于 用 k 乘 行 列 式
5 . 把 k 乘 第 i 行 加 到 第 j 行 ( 列 ) 上 ， 行 列 式 不 变
6 . 若 行 列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 是 两 数 之 和



行列式
应 用 ：
    

行 列 式 按 行 (列 )展 开 ：
 � 풊 ퟏ� 풊 ퟏ + � 풊 �� 풊 � + . . . + � 풊 �� 풊 � = �
 � 풊 ퟏ� � ퟏ + � 풊 �� � � + . . . + � 풊 �� � � = �  풊 ≠ �

方 程 组 解 法 1 ：
    C r a m e r  法 则 ：
    条 件 — ① d e t ( A )≠ 0
            ② 方 程 个 数 = 未 知 数 个 数



行列式
经 典 行 列 式 模 型 ：
 上 ( 下 ) 三 角 形 行 列 式

对 角 行 列 式

范 德 蒙 德 行 列 式

爪 形 行 列 式

和 等 行 列 式



行列式
经 典 题 型 ：
 

递推及数学归纳法思想

a n s = (�� − 풃�)�



行列式
经 典 题 型 ：
 

定义的充分妙用

D

2,4



行列式
经 典 题 型 ：
 

经典行列式的使用及常见套路

��−1( �� + �)



行列式
经 典 题 型 ：
 

经典行列式的使用及常见套路



矩阵
矩 阵 的 运 算 ：
           
           
           

           

           

           

矩 阵 加 减 ： 将 对 应 元 素 的 位 置 加 在 一 起
  矩 阵 数 乘 ： 每 个 位 置 上 都 乘�

矩 阵 乘 法 ：  ��∗� ∗ � � ∗ � = ��∗�  � 풊 � =  �=ퟏ
� � 풊 �풃� �

                满 足 左 列 等 于 右 行 ， 且 无 交 换 律 ， 但 有 结 合 律
方 阵 的 幂 ： 注 意 只 有 当 A 和 B 可 交 换 的 时 候
               才 有 (��)� = ���� , (� + �)� = �� + ��� + ��
矩 阵 转 置 ： 将 矩 阵 行 列 互 换 得 到 的 矩 阵
               (� + �)� = �� + ��
                (��)� = ����

方 阵 行 列 式 ： 由 n 阶 方 针 A 的 元 素 所 构 成 的 行 列 式
                   |�� | = |�|
                   |��| = �� |� |
                   |��| = |�| |�|  A 和 B 均 为 方 阵



矩阵
矩 阵 的 运 算 ：
           

         

伴 随 矩 阵 ： 行 列 式 | A | 各 个 元 素 的 代 数 余 子 式 所 构 成 的 矩 阵 转 置
                �� ∗ = |�|�
                |� ∗ | = |�|�−ퟏ , (� ∗ ) ∗ = |�|�−��, (��) ∗ = ��−ퟏ� ∗
                (� ∗ )� = (�� ) ∗  (� ∗ )−ퟏ = (�−ퟏ ) ∗

            (��) ∗ = � ∗� ∗
矩 阵 求 逆 ： 对 于 矩 阵 A ， 如 果 有 一 个 n 阶 矩 阵 B ， A B = E ， 则
               A 是 可 逆 的 ， B 为 A 的 逆 矩 阵 ，� = �−1， 逆 矩 阵 唯 一
                1 .若 矩 阵A可 逆 ， 则 |� | ≠ 0
                2 .若 矩 阵A可 逆 ， 则 有�−1 = 1

| � |
� ∗  (逆 矩 阵 求 法1)

                3 . |� | = 0 ,A不 可 逆 时A称 奇 异 矩 阵 否 则 称 非 奇 异 矩 阵
                (푘�)−1 = 1

푘
�−1

                (��)−1 = �−1�−1  大 前 提 条 件  A ,B均 可 逆
                (�� )−ퟏ = (�−ퟏ )�



矩阵
矩 阵 的 运 算 ：
           矩 阵 分 块 ： 将 矩 阵 通 过 横 纵 的 直 线 切 分 成 几 个 子 矩 阵
                          在 某 些 时 候 能 够 很 有 效 地 减 少 计 算 量 或 者 方 便 表 示
                          特 别 重 视 的 是 按 列 分 块 和 按 行 分 块        

初 等 变 换 和 初 等 矩 阵 ：
           初 等 行 变 换 ： 1 . 交 换 第 i 行 和 第 j 行 的 位 置
                             2 . 用 非 零 数 k 乘 矩 阵 的 第 i 行
                             3 . 把 矩 阵 第 i 行 的 k 倍 加 到 第 j 行 上 去
           初 等 矩 阵 ： 对 单 位 矩 阵 只 做 一 次 初 等 变 换 所 得 到 的 矩 阵
                          行 变 换 左 乘 初 等 矩 阵 ， 列 变 换 右 乘 初 等 矩 阵
阶 梯 形 矩 阵 和 行 最 简 形 矩 阵 ：
           任 意 非 零 矩 阵 A 都 可 通 过 有 限 次 初 等 行 变 换 变 成 阶 梯 形 矩 阵



矩阵
矩 阵 的 秩 ：
  

可 逆 矩 阵 又 称 满 秩 矩 阵 ， 不 可 逆 矩 阵 又 称 降 秩 矩 阵        

定 义 ： 矩 阵 A 中 任 取 k 行 k 列 组 成 的 k 阶 行 列 式 为 矩 阵 的 k 阶 子 式
         若 存 在 一 个 不 等 于 0 的 r 阶 子 式 ， r + 1 阶 子 式 全 是 0
         则 A 的 秩 序 R ( A ) = r        

性 质 ：        1 .�(��∗� ) ≤ �풊�(�, �)        
2 .�(�� ) = �(�)        
3 . 若� ≅ � , 则� (� ) = � (� ) , 即� (퐏�� ) = � (� ) ,�, �均 可 逆
   特 别 的 ， 若A的 行 阶 梯 形 矩 阵 有 t个 非 零 行 , R (A)=t      
4 .���(�(�) , �(�)) ≤ �(� , �) ≤ �(�) + �(�)    
5 .�(� + �) ≤ �(�) + �(�)    
6 .�(��) ≤ �풊�(�(�) , �(�))    
7 . 若��∗��� ∗ � = � ,�(�) + �(�) ≤ �    



矩阵
矩 阵 的 应 用 ：
             

方 程 组 解 法 3 ： (� , 풃) ≅ �−ퟏ (� , 풃) = (� , �−ퟏ풃)
                      注 意 此 时 只 能 用 行 变 换

逆 矩 阵 的 求 法 2 ： (� , �) ≅ �−ퟏ (� , �) = (� , �−ퟏ )
                       

基 本 结 论 ：
             

2 .� = � ↔  ��� = �
             

1 . 若 A , B 均 为 非 零 矩 阵 ,若�� = �，则 |� | = |�| = �

3 . 矩 阵 的 消 去 律 : A B = C , 若 A 为 列 满 秩 矩 阵 ， 则 R ( B ) = R ( C )
4 .

方 程 组 解 法 2 ：�� = 풃 , 故 有� = �−ퟏ풃  

G H 分 解 ： 设�(��∗� ) = � , 存 在 列 满 秩��∗�和 行 满 秩� � ∗�使 得A=GH
                       



矩阵
经 典 题 型 ：
             1 . 证 明 某 个 矩 阵 是 对 称 矩 阵  只 需 证 明�� = �              

2 . 证 明 A 是 可 逆 的  且�−ퟏ = �    只 需 证 明 A B = E           

3 . 求�� ,一 般 来 说 给 出� = ���  结 合 律 的 妙 用          

4 . 给 一 个 表 达 式 求 X          
3�−1���



矩阵
经 典 题 型 ：
             5 . 解 方 程 题 ， 怎 么 好 算 怎 么 解  

   解 完 了 如 果 时 间 充 裕 一 定 要 带 回 去 验 证              
6 . 求 行 列 式 ， 逆 矩 阵 题 , 了 解 行 列 式 ， 逆 矩 阵 基 本 性 质           
7 . 给 定 一 个 已 知 矩 阵 求 秩 题 ， 化 阶 梯 形 矩 阵 计 算 即 可          
8 . 表 达 式 求 秩 题 ， 一 般 利 用 好 秩 的 性 质 做 夹 逼 即 可        



矩阵
经 典 题 型 ：
             9 .  关 于 方 程 组 解 的 存 在 性 问 题  

    转 化 为 求 系 数 矩 阵 和 增 广 矩 阵 的 秩             

1 0 .  由 B = P A Q ， 求 出 变 换 矩 阵 P ， Q ， 一 般 出 选 择 题             

ans=-3



几何向量及其应用
几 何 向 量 ：
           两 个 向 量 a 与 b 共 线 的 充 要 条 件 ：

           1 . 存 在 不 全 为 0 的 常 数 k 1 , k 2 ， 使 得 k 1 a + k 2 b = 0            
2 . 坐 标 对 应 成 比 例            

任 意 一 个 平 面 向 量 a 可 以 被 两 个 不 共 线 的 向 量 e 1 , e 2 唯 一 表 示            

三 个 向 量 a 与 b 与 c 共 线 的 充 要 条 件 ：
           1 . 存 在 不 全 为 0 的 常 数 k 1 , k 2 , k 3  使 得 k 1 a + k 2 b + k 3 c = 0             

2 . 混 合 积 为 0             
任 意 一 个 平 面 向 量 a 可 以 被 三 个 不 共 面 的 向 量 e 1 , e 2 , e 3 唯 一 表 示            

设 a , b , c 为 空 间 内 三 点 A , B , C 的 向 径
则 C 落 在 线 段 A B 上 的 充 分 条 件 是� = 퐤� + (ퟏ − 퐤 )�            



几何向量及其应用
几 何 向 量 ：
           方 向 角 和 方 向 向 量 ：

           方 向 角 ： 向 量 a = x i + y j + z k 分 别 与 i , j , k 的 夹 角            
方 向 余 弦 ： 方 向 角 的 余 弦 值           
����� + ����� + ����� = ퟏ            
(���� , ���� , ����) = ( �

| | � | |
, �
| | � | |
, �
| | � | |
)            

数 量 积 ( 内 积 ) ： 结 果 为 标 量
      
         

求 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 ：���(� , 풃) = � ∙ 풃
| | � | |  | | 풃 | |

� ∙ 풃 = | |� | |  | |풃 | |  ���� = | |� | | (풃)� = ||풃 | | (�)풃

求 向 量 的 模 ： | |� | | = � ∙ � = �� � + �� � + � � �  



几何向量及其应用
几 何 向 量 ：
           向 量 积 分 ( 外 积 ) ： 结 果 为 向 量

           大 小 ： | |� × 풃| | = | |� | |  | |풃 | |  � 풊��            
方 向 ： 右 手 定 则           
坐 标 形 式 :             

几 何 意 义 :绝 对 值 等 于 构 成 的 平 行 四 边 形 的 面 积             
应 用 :求 与 两 个 向 量 都 垂 直 的 另 一 个 向 量 ， 判 断 向 量 共 线             

基 本 性 质 ： 无 交 换 律 ， 但 有� × � =− � × �             



几何向量及其应用
几 何 向 量 ：
           混 合 积 ： 结 果 为 标 量

           大 小 ： [� , 풃 , � ] = (� × 풃) ∙ �            

坐 标 形 式 :             

几 何 意 义 :绝 对 值 等 于 平 行 六 面 体 的 体 积             
应 用 :判 断 向 量 共 面             
基 本 性 质 :              
[� , 풃 , � ] = [풃 , � , � ] = [� , � , 풃 ]             
[� , 풃 , � ] =− [풃 , � , � ]   即 任 意 交 换 两 个 位 置 ， 变 号         
[� , � , 풃 ] = �   即 存 在 两 个 相 同 的 必 为 0         



几何向量及其应用
平 面 方 程 ：
           1 . 点 法 式 ：�(� − �� ) + �(� − �� ) + �(� − �� ) = �

2 . 一 般 式 ：�� + �� + �� = �            
3 .截 距 式 ：  �

�
+ �
풃
+ �
�
= ퟏ            

4 .参 数 式 ：� = �� + �� + �풃           
平 面 位 置 关 系 ：            
1 .�ퟏ和��相 交 ↔ �ퟏ和��不 平 行                
2 .�ퟏ和��平 行 而 不 重 合                
3 .�ퟏ和��重 合                



几何向量及其应用
直 线 方 程 ：
           

1 . 一 般 式 ：�ퟏ� + 풃ퟏ� + �ퟏ � + �ퟏ = �  
               �ퟏ� + 풃ퟏ� + �ퟏ � + �ퟏ = �           
2 .对 称 式 ：  �−� �

�
+ �−� �
�
+ �−� �
�

           

3 .参 数 式 ：� = �� + ��           

直 线 位 置 关 系 ：            
1 .�ퟏ和��异 面 ↔ �ퟏ�� , �ퟏ , ��不 共 面                 
2 .�ퟏ和��相交                
3 .�ퟏ和��平 行                
4 .�ퟏ和��重合                



几何向量及其应用
直 线 和 平 面 关 系 ：
           1 . 相 交，此时�� + �� + �� ≠ �           

2 .平 行，此时�� + �� + �� = � 且  (�� , �� , �� )不在直线上            

3 .重 合，此时�� + �� + �� = � 且  (�� , �� , �� )在直线上           
平 面 束 ：
                      



几何向量及其应用
经 典 题 型  ：
           1 . 叉 积 的 性 质

           

2 . 几 何 意 义            

3 . 点 与 面 ， 点 与 线 ， 线 与 线 的 距 离  以 及 各 种 夹 角 计 算   
   分 析 相 对 关 系 套 公 式 即 可            



几何向量及其应用
经 典 题 型  ：
           4 . 点 对 线 ( 面 ) 的 对 称 关 系 ,  ( 1 ) 中 点 在 线 ( 面 ) 上  ( 2 ) 连 线 垂 直 于 线 ( 面 )

           5 . 根 据 条 件 求 线 方 程        * 主 要 考 点            

只 需 要 根 据 条 件 求 出 法 向 量 和 过 的 一 个 点       

 与 线 平 行  对 应 方 向 向 量 成 比 例   
 与 线 垂 直  方 向 向 量 内 积 为 0   
 与 线 相 交  所 求 线 一 定 在 P 与 该 线 组 成 的 平 面 内 ( 必 要 条 件 )   

5 . 根 据 条 件 求 面 方 程        * 主 要 考 点            

过 已 知 点 P ， 与 线 ( 面 ) 的 垂 直 ( 平 行 ) 的 一 些 条 件       



综合题
综 合 题  ：
           1 .

           (A)

2 .
           

3 .
           

5

4 .
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